Linuleg rakningarvensl med fastastudlum

Inngangur

Markmidio hér er ad syna hvernig nota ma margliour til pess a0 leysa linuleg rakningarvensl med fastastudla.
Vio munum hér gera rad fyrir ad allar t6lur sem notadar eru séu rauntolur en lengra komnir lesendur mega
ad setja adrar ,tolur” { stad rauntalna. Vid taknum mengi raunmarglida { breytunni z med R[z] og megi
rautdluruna med vismengid N(= {0,1,2,...}) med RY. Vid taknum marglidur oft eins og p(z) og runur
yfirleitt med (an)nen- Sé p(x) marglida og n € N ba tdknum vid studul p vid 2" med p,. Vid taknum stig
marglidu p(z) med deg(p), tokum sérstaklega fram ad stig nullmarglidunnar er —oo.

Algebra marglida

Gerum rad fyrir ad a € R og p(x),q(z) € R[z] séu marglidur ba er (p + q)(z) = p(x) + q(z) = ZN(pn +
qn)z" og (a-p)(z) = a-p(x) = 3 (a-py)a". Einnig ba er (p-q)(z) = p(z) - q(z) = 2 (p(x) - q(x)) =

neN neN

> ( > Dm - qn_m) ™. Lesandi er bodid ad sannprofa eftirfarandi eiginleika:

neN \m=0
Gerum rad fyrir ad a,b € R og p(x), q(z),r(z) € R[z]. Pa gildir:
L (p+(g+7m)(x) = ((p+q) +7)).
2. (p+a)(x) = (¢ +p)(2).

3. Til er marglida 0 bannig ad p(z) + 0 = 0 + p(z) = p(z) fyrir allar marglidur p(z). (Han er
otviraed og er kollud nallmarglidan).

4. Fyrir sérhverja marglidu p(z) ba er til marglida ¢(«) bannig ad (p+¢)(x) = (¢+p)(z) = 0. (Han
er 6tviraed og er taknud (—p)(x)).

5 (p-(g-m)(@)=(p-q) 7))
6. (p-a)(z) = (¢ p)(x).

7. Til er marglida 1 bannig ad 1-p(z) = p(z) -1 = p(z) fyrir allar marglidur p(z). (Han er 6tvired
og er fasta marglida 1).

8. (p-(g+m)(x) =(p @)+ -r)(x)og (p+q) 7)) =(p )+ (¢ 7)) ()
9. (1-p)(z) = p(x)

10. (a-(p+q)(z) = ((a-p) + (a-q))(z)

11. ((a+b) - p)(x) = ((a-p) + (b-p))(z)

12. (a- (b-p))(@) = ((a-b) - p)(x)

13. ((a-p)-q)(x) = (a-(p-q))(x) = (p- (a-q))(z)



Par sem bessi skilyrdi gilda ba er formlega sagt ad R[z] sé R- algebra.
f
Lesandi etti ad geta sannad ad ef a € R og p(z),¢(x) € R[z] ba er deg((a - p)(x)) geg(p) ef “ 8,
ef a =
deg((p-q)(x)) = deg(p(z))+deg(g(z)) (bar sem (—0)+n = n+(—00) = —oo fyrir 61l n € N og (—00)+(—00) =
—), deg((p + ¢)(x)) < max(deg(p), deg(q)) og deg((p — ¢)(x)) < max(deg(p),deg(q)). Par af leidir ad ef
(z)) =

(
p(z), q(z) € R[z]\{0} ad deg((p - q)(x)) = deg(p(z)) + deg(q(z)) = 0+ 0 = 0 svo (p-g)(z) # 0. Pad er R[z]
hefur enga nilldeila.

Setning 2.1 (Setning um marglidudeilingu). Gerum rdd fyrir ad p(z),q(x) € R[z] og q(x) # 0. Pd eru til
(6tviredar) marglidur d(z),r(x) pannig ad r(z) = 0 eda deg(r(z)) < deg(q(x)) og p(x) = d(zx) - q(z) + r(z).

Sonnun. Gerum rad fyrir ad ¢(x) € R[z]\{0} sé gefin. Vid sénnum med prepun yfir deg(p(z)) € N ad til séu
d(x),r(z) € R[z] bannig ad p(z) = d(z) - ¢(z) + r(z).

1. Gerum rad fyrir ad p(z) = 0. Pa er p(x) = d(z) - ¢(x) + r(z) bar sem d(z) = 0 og r(z) = p(x) = 0.

Gerum rad fyrir ad p(z) € R[z] og deg(p) = 0. Pa er p(x) = py € R\{0}.
(a) Gerum rad fyrir ad deg(q(z)) = 0. Paer g(z) = qo € R\{0}. Paer p(z) =pp = 22 - qp+ 0 =
d(z) - q(x) + r(z) bar sem d(x) = £2 og r(z) = 0.
(b) Gerum rad fyrir ad deg(g(z)) > (). Pa er p(z) = 0-q(z) + p(z) = d(z) - ¢(x) + r(z) bar sem
d(z) = 0, r(z) = p(x) og deg(r(z)) = deg(p(z)) = 0 < deg(q(x))-
I badum tilvikum ba ma finna d(x), r(x) € R[z] bannig ad r(z) = 0 eda deg(r(z)) < deg(q(z)).

2. Gerum rad fyrir ad n € N og p(z) € R[z] bannig ad deg(p(x)) = n. Setjum sem svo ad b4 megi finna
d(x),r(z) € R[z] bannig ad p(x) = d(z) - ¢(x) + r(z) bar sem r(z) = 0 eda deg(r(z)) < deg(q(z)).
Gerum na rad fyrir ad p(x) € R[z] og deg(p(z)) = n + 1. P4 getur tvennt gerst:

(a) Gerum rad fyrir ad deg(p(z)) < deg(q(z)). Pa er p(xz) = 0- q(x) + p(x) = d(x) - g(x) + r(x) bar
sem d(z) = 0, r(z) = p(x) og deg(r(z)) = deg(p(z)) < deg(q()).
(b) Gerum rad fyrir ad deg(p(z)) = deg(g(x)). Gerum rad fyrir ad m = deg(q). Latum p;(z) = p(x) —

p—;:x”H_mq(a:). Na er deg(p) = n + 1 og deg <p"“x”+1 ma(z )) 0deg(xnti=m) + deg( (x) =

(n+1—m)+m =n+ 1. Par af leidir ad deg(p;(z)) < max (deg( (x),deg (p L gntl=mg )) =

DPn+1 n+1 m )) DPn+1

max(n+1,n+1) =n+1. Naer pipt1 = Dnt1 — ( ot =P

“dm
Par af leidir ad deg(p1) < n + 1 bad er deg(p1) < n.

Af brepunarforsendu ba eru til marglidur dj(x),r(z) bannig ad ri(x) = 0 eda deg(ri(z)) <
deg(g(z)) og p1() = di (2) - q(x) + r(z). Latum q(z) = BELgmH1-m 4 g, (z). b4 faest:

px) = PELgntiom g (@) + py (x)

m
= P () + (da (@) a(a) + ()
= (29;?;10"“_7” + dl(x)) ~q(z) + r(z)

= d(z) - q(x) + r(z)

I badum tilvikum faest ad til eru marglidur d(x), r(x) bannig ad r(x) = 0 eda deg(r(z)) < deg(q(z)) og
p(z) = d(z) - q(z) + r(z).



Med brepun feest ad fyrir allar marglidur p(z) ba eru til marglidur d(x),r(z) bannig ad r(z) = 0 eda
deg(r(z)) < deg(q(x)).
Gerum nt rad fyrir ad d(x), d1(x), r(x), r1 (z) séu marglidur pannig ad r(x) = 0 eda deg(r(x)) < deg(q(z)),
ri(xz) = 0 eda deg(r1(z)) < deg(q(x)), p(x) = d(x) - q(z) + r(x) og p(x) = d1(z) - g(x) + r1(z). Pa feest:
(

(d(z) —di(2)) - q(x) = d(z) - q(x) = dr(z) - q(2) = r1(z) —r(2)
Sér 1 lagi ba er deg((d(z) — di(2)) - q(x)) = deg(r1(z) — r(z)).

N er deg((d(2) —di(2))-¢(z)) = deg(d(x) —di(x)) +deg(q(x)) svo deg((d(x) — di(x)) - q(2)) > deg(q(x))
ef d(z) — dy(z) # 0. Svo er deg(ry(z) — r(x)) < max(deg(rl(x)) deg(r ( ))) < max(deg(q),deg(q)) = deg(q).
Par af leidir ad ef d(x) — di(x) # 0 ba er deg((d(z) — di(z)) - q(z)) = deg(q(x)) > deg(ri(z) — r(x)) sem
er motsogn. Vio alyktum ad d(z) — di(x) = 0 og bvi r1(z) — r(z) = (d(z) — di(x)) - g(z) = 0. Pad er
d(z) = di(x) og r(z) = r1(x). Petta synir ad d(z) og r(x) eru dtvirsett dkvordud. O

Gerum 14d fyrir ad p(x), q(x) € R[z]. Vid segjum ad ¢(z) gangi upp { marglidu p(z) ef til er d(z) € R[z]

bannig ad p(x) = d(z) - ¢(x). Ef g(z) gengur upp { marglidu p(z) ba ritum vid ¢(x) | p(x).
Vid hofum eftirfarandi setningu sem lesandi ma spreyta sig 4 ad sanna:

Setning 2.2. Gerum rdd fyrir ad a,b € R og p(x),q(z),r(x) € R[z]. Pd gildir:
1. p(z) | p(x).

2. Ef p(z) #0 og p(z) | q(z) bd er q(x) = 0 eda deg(p(z)) < deg(q(x)).

3. Ef p(x) | q(x) og q(x) | r(z) pd p(z) | r(z).

4- Ef p(x) | q(z) og q(x) | p(x) bd er til a € R\{0} pannig ad q(z) = a - p(z).
5. Ef p(z) | q(z) og p(x) | r(z) pd p(z) | (q+1)().

6. Ef p(z) | q(x) bd p(z) | (a-q)(z)

7. Efp(z) | q(x) bd (a-p)(z) | (a-q)(z) og (r-p)(z) | (r-q)(z).

8. 1| p(x) fyrir allar margliour p(z) € R[xz].

9. Efp(z) | 1 pd er deg(p(z)) =0, pad er p(z) = a fyrir a € R\{0}.

10. p(z) | 0 fyrir allar marglidur p(z) € R[z].
11. Ef0 | p(x) pd er p(z) =
12. Efp(z) | q(x) og q(z) | p(x) pd er til a € R\{0} pannig ad q(z) = (a-p)(z).

13. Efp(x),q(z) € R[z] og q(x) # 0 pd er til stvired marglida r(x) € R[x] pannig ad deg(r(z)) < deg(q(x))
og q(x) | (p—r)(x).

Sonnun. Sonnun er eftirlatin lesanda. O

Gerum rad fyrir ad p(x),q(z) € R[z]. Vid setjum ad d(z) € R[z] sé steersti samdeilir p(x) og ¢(z) ef
d(z) | p(x), d(z) | q(z) og ef di(x) € R[z] bannig ad dy(z) | p(z), di(x) | q(z) ba di(x) | d(x).

Hjalparsetning 2.1. Gerum rdd fyrir ad p(x),q(x),d(x),d1(z) € R[z] og d(x) og di(x) séu sterstu sam-
deilar p(x) og q(x). Pd er til a € R\{0} pannig ad di(x) = (a - d)(x).
FEins er (a-d)(x) stersti samdeilir p(z) og g(x) ef a € R\{0} og d(x) er stersti samdeilir p(z) og q(x).



,q(z),d(z),di () € R[z] og d(z) og di(x) séu steerstu samdeilar p(x) og
(x) svo til er a € R\{0} pannig ad d;(z) = (a - d)(x).

steersti samdelhr p(z) og q(z) og a € R\{0}. Setjum d;i(z) = (a - d)(x).
Y(x) = ((a™!-a)-d)(z) = (1-d)(z) = d(x). Petta synir ad d(z)|d;(z) og

Sonnun. Gerum rad fyrir ad p(x)
\

o(x). D d(x) | ds(x) og dy(z) | d
Gerum nu rad fyrir a6 d(x) sé
Paer (a7l -dy)(z) = (a7 (a-d)
dy(z) | d(z).
Par sem dy(x) | d(z), d(z) | p(z) og d(x) | q(x) ba dy1(z) | p(x) og di(z) | g(x). Gerum nu rad fyrir ad
c(x) € R[x] og c(z) | p(z) og c(x) | q(x). Par sem d(x) er steersti samdeilir p(z) og ¢(x) ba ¢(x) | d(x). Par
sem d(z) | di(x) ba c(z) | di(x). Pad bydir ad d; () er steersti samdeilir p(z) og ¢(x). O

Vid sjaum pvi ad ef p(x), ¢(z) € R ba er 0 staersti samdeilir p(x) og ¢(z) eda til er st6dlud (forystustudullin

er 1) marglida d(x) sem er steersti samdeilir p(z) og q(z).
Vid hofum reyndar ekki sannad tilvist steersta samdeilis marglida. Vid beetum na ar pvi.

Hjalparsetning 2.2. Gerum rdd fyrir ad I < R[z] pannig ad 0 € I, (p+ q)(z) € I ef p(x),q(x) € I og
(a-p(z)) el efaeR ogp(x) € l. Pdertid(x) e R[z] pannig ad I = d(x) -R[z] := {d(z)-s(z)]| s(z) € R[z]}.

Sonnun. Gerum rad fyrir ad I < R[z] bannig ad 0 € I, (p + q)(z) € I ef p(z),q(z) € T og (a-p(z)) € I ef
a € R og p(x) € I. Skiptum { tv6 tilvik:

1. Gerum rad fyrir ad I = {0}. Pa er I{0} = {0 s(x) | s(z) € R[z]} = 0- R[z].

2. Gerum rad fyrir ad I # {0}. Par sem 0 € I ba er I\{0} # ¢J. Pa er deg[I\{0}] = N og deg[I\{0}] #
. Dbvi hefur deg[I\{0}] minnsta stak. Gerum rad fyrir ad d(z) € I\{0} bannig ad deg(d(z)) =
min(deg[7\{0}]). Sér i lagi ba er d(z) # 0

Setjum sem svo ad p(z) € I. Af hjalparsetningu 2.1 leidir ad til eru marglidur ¢(z),r(x) bannig ad
deg(r(z)) < deg(d(x)) og p(x) = q(z) - d(x) + r(z). Par sem d(z) € I ba er ((—q) - d)(x) € I. Par
sem p(z) og ((—q) -d)(z) e I paer r(z) = (p+ ((—q) - d))(z) € I. Ef r(z) # 0 ba er r € I\{0} en pa
er deg(r(zx )) < deg(d(z)) = min(deg[I\{0}]) sem er motsogn vid bad ad deg(r(x)) € deg[I\{0}]. Vid
alyktum pvi ad r(x) = 0. Pad er p(x) = q(z) - d(z) = d(z) - q(z) € d(x) - R[z].

I badum tilvikum ba feest ad til er d(z) € R[x] bannig ad I = d(z) - R[z]. O

Setning 2.3. Gerum rdd fyrir ad p(z),q(x) € R[z]. Pd hafa p(x) og q(x) stersta samdeili d(x) € R[z] og
finna md marglidur a(z),b(z) € R[z] pannig ad d(x) = a(x) - p(z) + b(z) - g(x).

Sonnun. Gerum rad fyrir ad p(z),q(x) € R[z]. Latum I = p(z) - R[z] + q(z) - R[z] = {a(x) - p(z) + b(z) -
q(z) | a(z),b(z) € R[z]}. Athugum nu:

1. 0=0-p(z)+0-q(x) e I
2. Gerum rad fyrir ad c;(z),ca(x) € I. Pa eru til ay(z),az(x),bi(z),ba(z) € R[z] bannig ad ¢;(z) =
c

ar(z) - p(x) + b1(z) - q(z) og ca(x) = ag(x) - p(x) + ba(x) - g(x). P feest:
c1(x) + ca(x) = (ar () - p(x) + ba(2) - q(2)) + (az(z) - p(x) + ba(2) - ()
= (a1(x) + az(2)) - p(x) + (b (2) + b2(x)) - q(z) € T

3. Gerum rad fyrir ad s € Rog ¢(x) € I. Paerutil a(x), b(z) € R[z] bannig ad c(z) = a(x)-p(z)+b(z)-q(z).

P4 er
s-c(z) = s (a(z) - p(z) +b(z) - q(z)) = (s - a(@)) p(z) + (s - b(z)) - q(z) € I

Af hjalparsetningu 2.2 leidir ad til er d(z) € R[z] bannig ad I = d(z) - R[z]. Par sem d(z) = d(z) -1 €
d(x)-R[x] = I ba er ljost ad d(z) € I. Pvi ma4 finna a(z),b(z) € R[z] bannig ad d(z) = a(z)-p(z) +b(x) - q(z).
Eins er p(x) =p(z) -1+ q(z)-0€ I og g(z) =p(z)-0+¢g(z)-1el.

Skiptum i tilvik:



1. Gerum rad fyrir ad d(z) = 0. Paer I = d(z) - R[z] = 0- R[z] = {0}. Par sem p(x),q(x) € I ba er
p(z) = g(x) = 0 og bvi ljost ad d(z) | p(z) og d(z) | q(x).

2. Gerum rad fyrir ad d(z) # 0. Af setningu 2.1 leidir ad til eru marglidur ¢(x),r(z) € R[z] bannig ad
deg(r(z)) < deg(d(x)) og p(x) = q(x) - d(z) + r(z). Par sem d(z) € I ba er (—q)(x) - d(z) € I. Par
sem p(z) € I béa er r(x) = p(x) + (—q)(z) - d(x) € I = d(x) - R[z]. Pvier til s(z) € R[z] bannig ad
r(z) = d(z)-s(z). Ef s(z) # 0 ba er deg(d(x)) < deg(d(z)) +deg(s(x)) = deg(d(x)-s(x)) = deg(r(z)) <
deg(d(z)) en bad er moétsogn. Vid alyktum ad s(x) = 0 og bvi r(z) = d(z) - s(x) = d(z) -0 = 0. Par af
leidir ad p(x) = ¢(z) - d(z), bad er d(z) | p(z).

Med sama heetti sést ad d(x) | g(z).

[ badum tilvikum feest ad d(z) | p(z) og d(x) | q(x).
Gerum nu rad fyrir ad ¢(z) € R[z] bannig ad c(z) | p(x) og c(x) | g(x). Af setningu 2.2 leidir ad
c(z) | a(z) - p(z) + b(x) - ¢(x) = d(x). Petta synir ad d(x) er steersti samdeilir p(z) og g(z). O

Vid hofum bvi sannad ad steersti samdeilir d(z) tveggja marglida p(x),q(z) er alltaf til og finna méa
marglidur a(z), b(z) € R[z] bannig ad d(z) = a(z) - p(x) +b(x) - ¢(x). Lesandi getur spreytt sig & bvi ad finna
reiknirit til pess ad finna slikar marglidur a(z), b(z), d(z) fyrir gefnar marglidur p(x), g(x).

Ef p(x),q(z) € R[z] ba segjum vid ad p(x) og q(x) séu 6sambatta ef ef 1 er steersti samdeilir peirra. Vid
sénnum ni mikilveegar hjalparsetningar:

Hjalparsetning 2.3. Gerum rdd fyrir ad p(x),q(x),r(z) € Rlz]. Pd gildir:
1. Gerum rdd fyrir ad d(z) € Rlz] sé stersti samdeilir p(x) og q(x). Pd eru til dsampdtta marglidur
pi(x), q1(x) pannig ad p(x) = p1(x) - d(z) og ¢(x) = qu(x) - d(x).
2. Gerum 1dd fyrir ad p(x) og q(x) séu dsampdtta og r(z) € R[z] pannig ad p(z) | q(x) - r(xz). Pd

p(z) | r(x).

3. Gerum rdd fyrir ad p(x) og q(x) séu dsampdtta og p(x) og r(x) séu dsampdtta, pd eru p(x) og q(x) r(x)
dsampdtta.

4. Gerum rdd fyrir ad p(x),q(x),r(x) € Rlx], p(z) og q(x) séu dsampdtta, p(x) | r(x) og q(x) | r(z). Pd
p(z)-q(@) | r(z).

Sonnun. Gerum rad fyrir ad p(x), ¢(x) € R[z]. FAum nu:
1. Gerum rad fyrir ad d(z) € R[z] sé steersti samdeilir p(z) og ¢(z). Skiptum { tv6 tilvik:

(a) Gerum rad fyrir ad d(x) = 0. Par sem 0 = d(x) | p(z) og 0 = d(x) | ¢(z) b4 leidir af setingu 2.2 ad
p(z) = q(x) =0. Paerp(z) =0=1-0 = pi(z)-d(x) bar sem di(z) = 1. Eins er ¢(z) = ¢1(x)-d(x)
bar sem g1(x) = 1. Na 1 | p1(z), 1 | ¢1(z) og ef c(z) | p(x) = 1, c(x) | ¢(z) = 1 ba leidir af
setningu 2.2 ad c(r) = ¢y bar sem ¢y € R\{0}. Paer 1 = ¢y~ ! -c(x) svo c(x) | 1. Pader 1 er
steersti samdeilir p; (x) og g1 (x).

(b) Gerum rad fyrir ad d(z) # 0. Par sem d(x) er staersti samdeilir p(x) og g(x) ba d(z) | p(x) og
d(z) | q(x). Pad er til eru p1(z), ¢1(z) € R[x] bannig ad p(z) = p1(z) - d(z) og q(x ) = q1(z) - d(z).
Gerum rad fyrir ad c(x) sé steersti samdeilir py(z) og ¢1(x). Pa c(z) | pi(x) og c(x) | qi(x). Af
setningu 2.2 1leidir ad c(z) - d(x) | pi(x) - d(z) = p(z) og c(z) - d(z) | q1(z) - d(z) = q(x). Par
sem d(z) er steersti samdeilir p(z) og g(z) ba feest ad c(z) - d(zx) | d(z). Pa() er, til er s(z) € R[z]
bannig ad d(z) = s(z) - c(x) - d(x). Med 6drum ordum (1 —s(x)-c(x))-d(x) = 0. Par sem d(z) # 0
baer1—s(x)-c(x) =0. Pad er 1 = s(x) - ¢(x) en bad byodir ¢(x) | 1.

Ljost er ad 1 | p1(z) og 1 | ¢1(z). Gerum rad fyrir ad t(z) € R[x] bannig ad t(z) | p1(z) og
t(z) | q1(z). Par sem c(x) er steersti samdeilir p;(x) og ¢1(x) ba t(z) | c¢(z). Par sem c¢(z) | 1 ba
t(z) | 1. Petta synir ad 1 er steersti samdeilir p;(z) og ¢1(z).



I badum tilvikum ba ma finna 6sambatta p;(z),q1(x) € R[z] bannig ad p(z) = pi(z) - d(z) og q(x) =
¢1(x) - d(z).

2. Gerum rad fyrir ad p(z), ¢(x) € R[x] séu 6sambétta og r(x) € R[z] bannig ad p(z) | ¢(z) - r(z).
bar sem p(x) og g(x) eru 6sambpéatta ba er 1 steersti samdeilir beirra og af setningu 2.3 leidir ad til eru

a(x),b(z) € R[z] bannig ad 1 = a(z) - p(z) + b(z) - q(z). Par sem p(x) | p(x) ba p(z) | a(z) -r(z) - p(z)
og bar sem p(x) | q(z) - r(x) ba p(z) | r(z) - b(x) - g(x). Pvi feest:

p(z) | a(z)-r(z)-p(z)+r(@) - blz) - q(z)
=r(z) - (a(z) - p(z) + b(2) - q(x))
=r(x)-1
=r(z)

bad er p(x) | r(x).

3. Gerum rad fyrir ad p(x) og q(z) séu 6sambpéatta og p(x) og r(x) séu 6sambpatta. Ljost er ad 1 | p(x) og
1| q(z) - r(x).
Gerum rad fyrir ad c¢(x) € R[z] bannig ad ¢(z) | p(z) og c¢(z) | ¢(x) - r(z). Par sem c(x) | q(z) - r(z)
b4 er til a(x) € R[z] bannig ad a(z) - ¢(z) = q(x) - r(z). Pa q(z) - r(x) = a(z) - c(z) | a(z) - p(z). Par
sem p(z) og g(x) eru dsampatta og q(z) | a(x) - g(x) ba feest af sidasta 1id ad g(x) | a(z). Pvi er til
b(x) € R[z] bannig ad a(z) = b(x) - g(x). Pvi feest ad q(z) - r(x) = a(z) - ¢(x) = b(z) - ¢(x) - c(z). Pad
er q(z) - (r(z) —b(z) - c(z)) = 0. Paer ¢q(x) =0 eda r(z) — b(z) - c(z) = 0.
(a) Gerum rad fyrir ad g(x) = 0. Pa er p(z) og 0 désampatta og bar sem ¢(x) - r(x) = 0 ba eru p(z)
og q(z) - r(z) 6sambatta, sér i lagi ba r(z) | 1.
(b) Gerum rad fyrir ad r(x) — b(x) - ¢(x) # 0, bad er r(x) = b(x) - ¢(x). Pvi ¢(x) | r(x) en bar sem
c(x) | p(x) og p(x) og r(x) eru ésampatta ba c(z) | 1.

I badum tilvikum faest ad c(x) | 1.
Petta synir ad 1 er steersti samdeilir p(x) og g(x) - r(z). Pad er p(x) og g(x) - () eru 6sambétta.

4. Gerum rad fyrir ad p(x), q(z),r(z) € R[z], p(z) og ¢(x) séu désambpéatta, p(x) | r(z) og q(z) | r(x). Par
sem p(x) | r(x) ba er til s(x) € R[x] bannig ad r(x) = s(z) - p(z). Na q(z) | r(z) = s(x) - p(x). Par
sem q(x) og p(x) eru dsampatta ba leidir af fyrri 1id ad g(z) | s(x). Pvi er til ¢(z) € R[z] bannig ad
s(z) = t(2) - glo).

Vid hofum pvi r(x) = s(z) - p(x) = t(z) - g(z) - p(x)0t(z) - p(x) - g(z). Pad er p(z) - g(x) | r(z).
O

Gerum rad fyrir ad p(z) € R[z] og deg(p(x)) > 0. Sagt er ad p(x) sé opattanleg ef fyrir marglidur
s(z),t(xz) € R[z] bannig ad p(xz) = s(x) - t(z) ba er deg(s(z)) = 0 eda deg(t(z)) = 0. Ljost er ad allar
fyrsta stig marglidur p(z) eru opattanlegar bar sem ef s(z),t(x) € R[x], deg(s(z)),deg(t(x)) > 0 ba er
deg(s(z) - t(x)) = deg(s(x)) + deg(t(x)) = 1+ 1 = 2 > deg(p(z)).

Gerum rad fyrir ad p(z) € R[z] og deg(p(x)) > 0. Vid segjum ad p(z) sé frummarglida ef fyrir allar
marglidur a(x),b(x) bannig ad p(z) | a(z) - b(z) ba p(z) | a(z) eda p(z) | b(x). Pad kemur { ljost ad
obattanlegar marglidur eru nakvaemlega frummargliournar.

Hjalparsetning 2.4. Gerum rdd fyrir ad p(x) € Rlx]. Pd er p(x) dpdttanleg ef og adeins ef p(z) er
frummarglioa.

Sonnun. Gerum rad fyrir ad p(z) € R[z].



1. Gerum rad fyrir ad p(z) sé frummarglida. Pa er deg(p(x)) > 0. Gerum rad fyrir ad p(x) = s(x) - t(z)
bar sem s(z),t(x) € R[z]. P4 s(x) | p(x) og t(z) | p(x). Par sem p(z) | p(x) = s(z) - t(x) og bar sem
p(z) er frumarglida ba deilir p(x) annari af s(z) og t(x).

(a) Gerum rad fyrir ad p(x) | s(z). Par sem p(z) | s(x) og s(x) | p(z) ba leidir af setningu 2.2 ad til
er a € R\{0} pannig ad p(z) = a - s(x). Pvi faest:

0=p(z) —p(z) =t(z) s(x) —a-s(x) = (H(z) —a) - s(z)
Paer t(z) —a =0 eda s(x) = 0. Ef s(z) = 0 ba er p(z) = s(z) - t(z )—Osemerlmotsognv16

forsenduna ad p(x) # 0. Vid alyktum ad t(z) — a = 0, bad er t(x) =
(b) Eins feest ad ef p(x) | t(z) ad til sé a € R\{0} bannig ad s(z) = a.

Petta synir p(z) er 6pattanleg.

2. Gerum rad fyrir ad p(z) sé opattanleg. Pa er deg(p(z)) > 0. Setjum sem svo ad ¢(x),r(z) € R[z]
bannig ad p(x) | ¢(z) - r(z). Gerum rad fyrir ad p(x) | q(z).
Latum d(z) vera steersta samdeili p(z) og ¢(z). Par sem d(z) | p(x) ba er til s(z) € R[z] bannig ad
p(z) = s(x) - d(x). Par sem p(x) er dpattanleg ba er deg(d(x)) = 0 eda deg(s(z)) = 0.
Ef deg(s(z)) = 0 bé er s(z) = so bar sem sg € R\{0}. Petta synir ad d(z) = s~ - s¢-d(x) = so~ - p(z),
bad er p(z) | d(z). Par sem d(z) | ¢(x) ba p(x) | ¢(x) { motsdgn vid forsendu. Vid alyktum ad
deg(s(x)) # 0 og bvi deg(d(z)) = 0.
Petta synir ad p(x) og q(z) eru 6sambatta. Par sem p(x) og q(z) eru d6sambatta og p(x) | q(z) - r(z)
bé leidir af hjalparsetningu 2.3 ad p(z) | r(x).
Vid héfum pvi synt ad ef p(x) | s(x) - r(x) fyrir marglidur ¢(z),r(x) € R[x] ba p(z) | q(z) eda
p(z) | r(x), bad er p(x) er frummarglida.

O

Vid getum nd sannad setningu um frumpattun marglioa:

Setning 2.4. Gerum rdd fyrir ad p(z) € R[z]\{0}. Pd er til m € N og frummarglidur q1(x), g2(x), .. ., gm(x)
bannig og fasti a € R\{0} ad

p(z) = a-qi(z) - g2(2) - - g ()
Sonnun. Gerum rad fyrir ad til sé marglida p(z) € R[z]\{0} sem ekki m4 skrifa sem margfeldi é6pattanlegra
marglida og fasta. P4 er til marglida p(x) € R[z]\{0} af leegsta stigi sem ekki ma skrifa sem margfeldi af
opattanlegum marglidum.

Ef deg(p(x)) = 0 ba er p(z) = a, bar sem a € R\{0} og bvi er p(z) = a leid til pess ad skrifa p(x)
sem margfeldi af (engum) opattanlegum marglidum og fasta. Ef deg(p(z)) > 0 og p(x) er o6pattanleg ba er
p(z) =1 p(z) leid til bess ad skrifa p(x) sem margfeldi af 6pattanlegum marglidum og fasta.

Gerum neest rad fyrir ad deg(p(z)) > 0 og p(x) sé ekki opattanleg. Pa eru til marglidur s(z),t(z) €
R[z]\{0} bannig ad 0 < deg(s(x)),deg(t(z)) < deg(p(z)). Par sem deg(s(z)) < deg(p(x)) og deg(t(x)) <
deg(p(z)) b4 ma finna m,n € N, 6pattanlegar marglidu ¢; (), go(x), . .., gm (), r1(x),r2(x), ..., rp(z) dsamt
fostum a, b € R\{0} bannig ad s(x) = a- ¢ (x) - q2(z) - - gm(x) 0og t(z) = b ri(x) - ra(z) - - - rp(x). Pvier:

p(x) = s(x) - t(x) = (a-0) - qu(x) - g2 () - - - g () - 71(2) - () - - 7 (2)

I 6llum tilvikum feest ad rita ma p(x) sem margfeldi af fasta og 6pattanlegum marglidum en bad er i
motsogn vid forsendu. Vid alyktum ad forsendan ad til s¢ marglida p(z) € R[z]\{0} sem ekki m4 skrifa sem
margfeldi fasta og 6épattanlegra marglioa sé rong.

Fyrir sérhverja margliou p(z) € R[z]\{0} ba mé4 finna m € N, fasta a € R\{0} og obattanlegar (og pvi
einnig frummarglidur samkveemt hjalparsetning 2.4) marglidur ¢1(z), g2(z), . . ., gm(x) bannig ad

p(@) = a-q(z) - ga2(2) - gm(2)



Gerum rad fyrir ad p(z), ¢(z), d(z) € R[z]. Vid segjum ad p(z) sé samleifa ¢(x) mat (e. modulus) d(z) ef
d(z) | (¢q(z) — p(x)). Ef p(x) og q(x) eru samleifa mat d(x) ba ritum vid p(x) = ¢(z) mod d(z). Vid héfum
eftirfarandi:

Setning 2.5. Eftirfarandi gildir:
1. Bf p(x), d(x) € R[z] pd p(z) = plz) mod d(z).
2. Ef p(x),q(x),d(z) € R[z] og p(z) = q(z) mod d(x) pd q(x) = p(x) mod d(z).

3. EBf p(x),q(x),r(z),d(z) € R[z], p(z) = q(x) mod d(z) og q(x) = r(z) modd(z) pd p(z) = r(z)
mod d(x).

4. p(z) =0 mod p(z).
5. EfaeR, p(x),q(x),d(x) € R[z] og p(x) = q(z) mod d(x) pd a-p(x)=a-q(x) mod d(z).

6. Efp(x),q(x),r(z),s(x),d(x) € Rlz], p(x) = r(z) mod d(z) og q(x) = s(z) mod d(x) pd p(z) +q(x) =
r(z) + s(x) mod d(z).

7. Ef p(x), q(x),7(x), s(x),d(x) € R[z], p(z) = r(z) mod d(z) og q(x) = s(x) mod d(z) pd p(z) - q(x) =
r(z) - s(x) mod d(z).

8. Ef p(r),q(v),di(x),dz2(v) € Rlz], p(x) = q(z) mod di(x) og da(x) | di(x) pd p(x) = q(x) mod da(x).

9. Efp(x),d(z) € Rlz] pd er til q(x) € R[z] pannig ad p(z)-q(x) = c(x) mod d(z) par sem c(x) er stersti
samdeilir p(x) og d(z).
R[z]

R[z]

10. Ef p(z),q(x) € bd er p(xz) = q(xr) mod 0 ef og adeins ef p(z) = q(x).
11. Efp(z),q(x) € bd er p(z) = g(x) mod 1.
12. Ef p(x),d(x) € R[z] og d(x) # 0 pd er til sturicett r(z) € R[z] pannig ad r(z) = 0 eda deg(r(z)) <
deg(d(x)) og p(x) = r(z) mod d(z).
13. Ef p(z) e R[z] og a € R pd er p(z) = p(a) mod (x — a).
Sonnun. Sonnun er eftirlatin lesanda. O

Eftirfarandi setning er mikilvaeg

Setning 2.6. Gerum rdd fyrir ad p(z),q(x),a(z),b(z) € R[z] og p(z) og q(x) séu dsampdtta. Pd er til
c(x) € R[x] pannig ad:

c(r)=a(z) modp(r) o9  c(z)=0b(xr) mod q(z)

)
Sonnun. Gerum rad fyrir ad p(x), ¢(x), a(x),b(x) € R[z] og p(x) og q(z) séu désampatta. Af hjalparsetningu
2.5 leidir ad til eru s(x), t(z) € R[z] bannig ad s(z)-p(z) =1 mod ¢(z) og t(z)-g(z) =1 mod p(zr). Latum

c(x) = b(x) - s(x) - p(x) + a(z) - t(z) - g(2).

Med bvi ad beita setningu 2.5 ba faest

c(x) = b(z) - s(x) - p(z) + a(z) - t(z) - q(x) = b(x) - s(x) - 0+ a(z) -1 = a(xr) mod p(x)

q
]

og



Lesanda @etti ad vera 1jost af sonnunni hér ad ofan hvernig fyrir gefin a(z), b(z), p(z), ¢(x) € R[z] bannig
ad p(x) og q(x) séu 6sammbéatta ba megi finna c(x) € R[z] bannig ad c¢(x) = a(x) mod p(z) og c(x) = b(x)
mod ¢(x).

Gerum rad fyrir ad m € N og a € R. Af setningu 2.5 leidir ad 2™ = a™ mod (z — a). Hvernig reiknum
vid afang deilingar 2" med (z — a)™ bar sem m,n € N og a € R? Vid gerum rad fyrir ad lesandi kannist vid
tvilidusetninguna en hun segir ad ef m € N b4 er:

m m n, m—mn
(@+y)™ =, <n>x y

neN

Par sem (™) = 0 ef m < n.
Gerum rad fyrir ad m,n € N og a € R. Pa faest:
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Orlitil linuleg algebra

Vid getum litid &4 R[z] og RY sem vigurrim yfir R sem mun hjalpa vid framsetningu { framhaldinu.

Skilgreining 3.1. Gerum rad fyrir ad X sé mengi og + og - sé varpanir +: X x X - X, - :Rx X - X
sem fullnaegja eftirafarandi skilyrdum:

1.
2.

® N>

Ef 4,v,We X. Paer 4+ (UV+ W) = (4 + 0) + .

Til er 0 € X pannig ad @+ 0 = 0 + @ =
skilyrdum).

fyrir 611 @ € X. (Slikt O er otviraett akardad af bessum

IS

Fyrir sérhvert @ € X bé er til —@ € X bannig ad @ + (—@) = (—@) + @ = 0. (Fyrir sérhvert @ € X ba er
bad —u otviraett akvardad af bessum skilyrdum).

Ef 4, e X. pad er i+ ¥ = ¥ + 4.
Efde X baderl-u=1.

Efa,beRogue X baer (a+b) 4= (a @)+ (b-a).
EfaeRogd,7e X paera-(i+7) =(a %)+ (a-7).

Efa,beRogie X baera-(b-@)=(a-b)-d.

b4 kallast X (4samt + og -) R- vigurram. Stokin i X kallasta vigrar.



Vid hofum begar gert grein fyrir ad R[z] sé R-vigurram (reyndar lika R-algebra lika). Einnig ma lita
4 R sem R-vigurrim med venjulegu samlagninunni og venjulegu margfolduninni. Fyrir RY pa getum vid
skilgreint + ba‘nnig ad ef (an)neNa (bn)neN e RN bé er (a'n)nEN + (bn)neN = (an + bn)neN- Vid getum Skilgreint
- fyrir R - RY bannig ad ef ¢ € R og (@, )nen D4 er ¢+ (an)neny = (€ @n)nen. Lesandi setti ad sannfeera sjalfan
sig ad med pessu pa er RY ordid ad R-vigurrami.

Vid hofum mikin 4huga & peim vorpunum milli vigurriama sem vardveita samlagninguna og margfoldunina.
beer kallast linulegar varpanir.

Skilgreining 3.2. Gerum rad fyrir ad X og Y séu vigurram yfir R. Vorpun L : X — Y kallast linuleg
vorpun (eda R-linuleg) ef:

1. Fyrir oll @, v € X ba er L(ud + ¥) = L(@) + L(7).
2. Fyrir6lla e Rog 6l e X baer L(a-4) = a- L(Q).

Lesandi getur sannfezert sig um ad ef X er R vigurram ad idx : X — X sé R-linuleg. Ef X,Y,Z eru
R-vigurram, Ly : X — Y og Lo : Y — Z eru linulega varpanir pa er Ly o Ly : X — Z linuleg vérpun. Einnig
gildir ad ef X,Y eru R-vigurrim og L : X — Y er andhverfanleg vérpum bad andhverfan L=! : Y — X sé
einnig linuleg.

Gerum rao fyrir ad X, Y séu R-vigurrim og L : X — Y sé sé R-linuleg vorpun. Ef m e N, ay,a9,...,a, €
R og iy, s, ..., U, € X p4 ma audveldlega sanna med prepun ao:

m m
L <Z an, - ﬁn> = Z an, - L(,)
n=1 n=1

Gerum rad fyrir ad X, Y, Z séu R-vigurram. Vorpun L : X x Y — Z kallast R-tvilinuleg ef fyrirsérhvert
y €Y og sérhvert £ € X ba eru varpanirnar X — Z, @ — L(u, %) og Y — Z, i — L(Z, @) R-linulegar. Pad
er vorpun er R-tvilinuleg ef htin er R-linuleg i hvorri breytu fyrir sig.

Pekkt deemi um tvilinulega vorpun er margfoldunin 4 R, einnig er innfeldi og krossfeldi tvilinulegar
varpanir.

Vid héfum sérstakan ahuga 4 vorpuninn L : R[z] x RY — R, (p(x), (an)nen) — D, Pn - an. Pessi vérpun

neN
er vel skilgreind par sem p,, # 0 fyrir endanlega morg n € N. Lesandi getur audveldlega sannfeert sig um ad

L sé tvilinuleg vorpun.
Einnig er audvelt ad sja ad ef m € N, p(z) € R[z] og (ay,)nen € RY 2d:

L(z™ - p(z), (an)nen) = Z (@™p(x))n - an

n=m
= Z DPn - Qnym

neN

= L(p(.’ﬁ), (an+m)n€N)

Orlitid um linuleg rakingarvensl

m—1
Gerum rad fyrir ad m € N og cg,c1,...,¢n—1 € R séu fastar. Skilyrdid anim = D, ¢k - apip fyrir 6l
k=0
n € N fyrir runu (a,)ney kallast linuleg rakningarvensl. Vid hyggjumst rannsaka pau med hjalp vérpuninnar
L:R[z] x RN - R, (p(2), (an)nen) = X Pn - n-

neN

10



m—1
Gerum 14d fyrir ad m € N og cg,c1,...,¢m—1 € R. Marglidan p(z) = 2™ + Y] (—c)z* € R[z] kallast
k=0

kennimarglida rakningarvenslanna. Vid sjaum ad fyrir (a,).eny € RY ba er jafngilt ad (a,)ney fullnaegi
rakningarvenslunum a,,, = mil ¢k - antk fyrir 6ll n € N og ad >, prapir = 0 fyrir 6ll n € N.
Athugum ad fyrir n € N pa e? e
" p(@), (ar)ken) = L(p(x), (arsn)nern) = . Pk - Gkin
keN

(z

Petta synir ad bad er jafngilt ad (a,)nen fullnsegi rakningarvenslunum og ad L(z" - p(x), (ak)ken) = 0 fyrir
oll n e N.
Gerum rad fyrir ad L(z™ - p(z), (ag)ken) = 0 fyrir 6ll n € N. Gerum rad fyrir ad ¢(x) € R[z]. P4 feest:

L(g(x) - p(2), (an)nen) (Z qra® - p(x) an)neN)
keN
= > ak - L(a® - p(@), (an)nen)
keN
= Z - 0
keN
=0

Ofugt ef L(q(z) - p(x), (an)nen) = 0 fyrir 61l g(x) € R[x] ba er L(z™ - p(z), (ax)ren) = 0 fyrir 61l n e N par
sem z" € R[z] fyrir 6ll n € N.

Vid sjaum bvi ad bad er jafngilt ad (a, )nen fullnsegi rakningarvenslunum og ad L(q(x) - p(x), (an)nen) =
0 fyrir 6ll g(z) € R[z]. Med 6drum ordum ba fullneegir (a,)neny rakningarvenslunum ef og adeins ef
L(q(x), (an)nen) = 0 fyrir allar marglidur ¢(z) € R[z] bannig ad p(x) | q(z).

Gerum hédan i fra rad fyrir ad (an)nen € RN sem fullnaegir linulegu rakningarvenslunum. Gerum ni rad
fyrir ad s(x),t(z) € R[z] og s(x) = t(x) mod p(z). Pa p(x) | (t(x) — s(z)). Pa feest:

L(#(x), (an)nen) — L(s(x), (an)nen) = L(t(z) — 5(2), (an)nen) = 0

Pad er L(s(x), (an)nen) = L(t(x), (an)nen)-
Par sem fyrir sérhverja marglidu ¢(z) € R[z] b4 ma finna 6tvireda marglidu r(x), ¢(z) = r(x) mod p(z)
bannig ad deg(r(z)) < deg(p(x)) ba getum vid reiknad L(g(x), (an)nen) med bvi ad finna fyrst afganginn
deg(r)
r(z) ar deilingu g(z) med p(x) og reikna sidan L(r(x), (ap)nen) = D, Tn - apn sem er endanleg summa med
n=0
i mesta lagi deg(p) 1idi bar sem deg(r) < deg(p).
Athugum ad pessi adferd gerir okkur kleift ad akvarda a,, fyrir 6ll m € N bar sem a,,, = L(z™, (an)nen)-

Nokkur rakningarvensl

Gerum rad fyrir ad 7 € R og (ap)nen € RN fullneegi rakningarvenslunum a,4+; = ra, fyrir 6ll n € N.
Kennimarglidan er  — r. Fyrir m € N ba er 2™ =r™ mod (z — r) svo

am = L(xm’ (a")"eN) = L(rm’ (an)neN) =7r".ag

Ljost er ad frjalst val er 4 ap og ad runan (a,),en dkvardast af ag.
Gerum nua 1ad fyrir ad r € R, k € N og ad (an)nen fullneegi linulegum rakningarvenslum med kenni-

k=1 /k—1 N
margliduna (z — r)*. Fyrir me N baer 2™ = 3] <Z (7)(—7’)”") 2* mod (z — r)¥ og bar af leidir
A ,

l

o = L ()t <2 (2 (7)o ) o (an>neN> - kZ <k2 (7) <—7~>"-i)
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Latum t;,,(n) = Y (7)(—r)""". Pad er ekki erfitt ad sja ad rita ma t;,,(n) = r

m

- pi(n) bar sem

?

n=1u
pi(z) € R[z] er marglida bannig ad degp; < k — 1 — i. Vid getum bvi ritad:

k—1
amZZTI% 1:m2pz a;
i=0
Ljost er ad ag,as,...,ar—1 ma velja frjalst og runan (a,)nen akvardast af agp.

Gerum nu rad fyrir ad p(z), ¢(x) € R[z], p(z) og ¢(x) séu 6sambatta og (an)nen $é runa sem fullneegir
linulegum rakningarvenslum med kennimarglid p(x) - ¢(x). Gerum rad fyrir ad m € N, ™ = a(x) mod p(z)
og ™ = b(x) mod ¢(z). Par sem p(z) og ¢(z) eru ésampétta pa getum vid fundid s(z), t(x) € R[z] bannig
ad s(z) - p(z) + t(x) - g(z) = 1.

Segjum c(x) = b(z) - s(x) - p(x) + a(z) - t(z) - ¢(z) eins og i sénnuninn & setningu 2.6. Pa faest ad
c(z) = a(x) = 2™ mod p(x) og c(z) = b(z) = 2™ mod q(z). Pader p(x) | (z™—c(z)) og q(z) | (z™—c(z)).
Af hjalparsetningu 2.3 leidir ad p(z) - ¢(x) | (™ — ¢(z)). Pad er ¢(z) = 2™ mod (p(z) - ¢(x)).

Vid sjaum ad vid getum bvi reiknad ™ mod p(x)-¢(z) med pvi ad reikna ™ mod p(z) og 2™ mod g(x).
Synum hvernig petta er gert med pvi ad reikna lokada formilu fyrir fibonacci télurnar:

Fibonacci tolurnar (fib,),en er skilgreindar pannig ad fiby = 0, fib; = 1 og fib,, 42 = fibn + 1 + fib,, fyrir
6ll n € N. Kennimarglida pessara rakningarvensla er p(z) = 2% — x — 1. Vid battum p(z) = (z — r1)(x — ra)

1+«f og o = 1—2«/3.

par sem ry =
Vid faum a6 1= f(z —7r1) + %(z —7r2). Ef me Nbaer 2™ =r;™ mod (z —r1) og 2™ = 1™
mod (x — rg). Pvi feest:

™" =

s cr™(x — 1) + = cr™(x —1ra)

Vo™ =45 ™ Voor ™ =5y ™
= 3 x+ 3 mod (2% —z — 1)

Vid alytum ad fyrir sérhvert m € N ba er

fib,, = L(z™, (fibp )nen)
(\/g'rlm—\/g'r2mx+ VBery o™ — /5 g ™

=L
5 5
:\/5'7"1 ;\/5'7"2 -ﬁbl—i—\/g.rl.rz ;\/5'?"2'7’1 - fibg

_ V™ =™ L VB ™ =V ™
- - : - .

5 (55)" 5 ()"
- 5

, <ﬁbn>neN>

Lesanda etti na ad vera ljost hvernig finna mé formulu fyrir runu (a,)ney sem fullneegir linulegum
rakningarvenslum med kennimarglidur p(z) = H;Ll(x — ;)% bar sem r; € R eru olikar rauntdlur og e; € N
fyrir 6ll 4 € N.

Gerum aftur rad fyrir ad p(x) € R[z] sé¢ kennimarglida fyrir rakningarvensl af stigi m € N. Pa er p,,, = 1.
Fyrir 61l n € N ba mé finna (6tviraeda) marglidu r,,(z) € N, deg(r,,(z)) < deg(p(z)) = m bannig ad 2™ = r,(x)
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mod p(z). P4 feest:

m—1
Nu er deg ( > L(x™ - p(x), (ri,j)ieN)xj> <m—1<m = deg(p)
=0

m—1
ba feest ad >, L(z"
3=0
1€ {0,1,...,m

kennimargliduna p(x) fyrir 6ll j € {0,1,...,m

p(), (ri,5)ien)T

— 1} og 6ll n € N. Vid sjaum sér i lagi ad (r; ;j)ien fullneegir rakningarvenslunum med

o
Il
8

3

o

If
- .
8

3

T

piTn-‘ri(x)

m—1 ]
Di (Z rn+i,jmj>

—1
<Z pzrn+z,3>
L

Il

S
Il
o

I
NgE

.
Il
o

ME

7=0
m—1
(P(2), (Tisn,j)ien) 2’
7=0
m—1
= ), L™ p(@), (rij)ien)a’
7=0

i= 0.

— 1.

Sér i lagi ba fest ad L(a"

m—1
ogbarsem 0= > L(z"-p(x), (ri;)ien)x’

Jj=0

p(x), (rij)ien) = 0 fyrir 6l

deg(p(z)),

m-—1< m =

N er
Tn+1($) = pontl
"z
=r,(x)
=7rp(z) & — 1 mo1p(x)
m ) m
_ (Z Tn,z—ll'nJrZ) _ (Z pmanr'L)
i=1 i=0
m—1 )
= (rn,i—l —Tn,m—1" pi)xl mod p(x)
i=0
par sem vid litum sem svo ad r,_1 = 0. Par sem deg(r,ii(x)) <
m—

m—1
deg( > (Tnji—1
=0

ba feest ad rpy1(x) =
ie{0,1,...,m—1}.

Z (Tn,i—l

i=0

Vid faum ad r,m—1 = 0 ef n € {0,1,...,m

- rn,m—l : pi)x

. Sér i lagi ba er rpi1; =

— Tnm—1 -pi)xi) <m—1<m = deg(p) og rnt1(z) = Z (Tni—1—Tn.m—1-pi)r" mod p(z)

Tni—1 — Tnym—1 " Pi fyI‘iI‘ oll

— 1} og m—1,m—1 = 1. Svo fullneegir (v, m—1)nen rakn-

ingarvenslunum med kennimarglidu p(z) svo vid getum notad rakningarvenslin. Gerum rad fyrir ad vid

hofum akvardad (rp k)nen 08 (Tnm—1)neny hafi verid akéroud fyrir k € {1,2,...,m

Tn+1,k+1 T Tnom—1 - Pk+1 fyI‘iI’ oll n e N.
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Skodum betta nit med tilliti til Fibonnacci rununnar (fib,)pey. Kennimarglidan er p(z) = 22 — z — 1.

Gerum rad fyrir ad m € N. Pé er
fib,, = L(z™, (fibp)nen) = L(rm(x), (ibp)nen) = Tm,1 - fiby +rm o -fibo = rm1 - 1+ 7mo-0=1m1

b4 feest ad 1,0 = Tq1,1 + Tn,1 - p1 = fibyy1 +fiby, -(—1) = fib, 41 —fib,,. Ljost er ad roo = 1 og ef n > 0 pa
er fib,; — fib,, = fib,, + fib,,_; —fib,, = fib,,_1, bad er r,, o = fib,,_; ef n > 0.
Gerum nu rad fyrir ad n € N og n > 0. Pa er

fiba, © + fibg,—1 = 7o, ()
= xQn
= (z")?
=rp(z)?
= (fib, z + fib,_1)?
= (fib, « + fib,_1)? — fib, % (22 — 2z — 1)
= (fib,%x? + 2 - fib, - fib,_;  + fib,_1?) — (fib,%2? — fib,, %z — fib,?)
(2 - fib,, - fib,_; +fib,?)z + (fib,? + fib,_1?)
((fiby, 4 fibp_1) + fiby_1)z + (fib,? + fib,_1?)
(fiby11 + fib, 1)z + fib,_1)x + (fib,? + fib, ;%) mod (2% — 2 — 1)

fib,,
fib,,

Par sem badar marglidurnar eru af stigi < 1 < 2 = deg(x2 —x — 1) ba feest ad fiby, x + fibg,—1 =
fib,, -(fibp 41 + fib,_1)z + fib,_1)x + (fib,? + fib, 1?) mod (22 — 2 — 1). Sér { lagi faum vid ad fiby, =
fib,, -(fiby11 + fib,_1) og fiby, 1 = (fib,* + fib,_1?).

Minnumst adeins & runur sem eru lotubundar. Runa (a,)nen er sogd lotubundin med lotu ¢ € N\{0} ef
Uit = ay fyrir 6lln € N. Jafngilt er ad segja ad (an )nen 5¢ lotubundin med lotu ¢ ef L(g(x) (2t —1), (an)nen) =
0 fyrir 6ll g(z) € R[z].

Gerum 149 fyrir ad (an)neny € RY fullnaegi linulegum rakningarvenslum med kennimarlidu p(z) € R[z].
Pa er L(q(), (an)nen) = 0 fyrir 61l g(x) € R[z] bannig ad p(x) | ¢(x). Gerum rad fyrir ad p(z) | 2* — 1 par
sem t € N\{0}. Gerum rad fyrir ad z* — 1 | q(z) € R[z]. Pa p(z) | q(x) og bvi L(q(), (an)nen) = 0. Petta
synir ad (an)nen er lotubunin med lotu ¢ € N.

Sem deemi mé nefna ad 2 — 1= (22 +2+1)-(z—1)- (22 =z + 1) - (z + 1) svo runa (a,)ney € RY sem
fullnzegir linulegu rakningarvenslunum a, 2 = @, 41 — @, hefur pvi kennimarglidu p(z) = 22 — x + 1 sem
gengur upp { 2% — 1. Pvi faest sjalfkrafa ad (a,)neny verdur lotubunin med lotu 6.

Ofugt getur lesandi sannad ad ef p(z) € R[z] er kennimarglida fyrir linuleg rakningarvensl, t € N\{0} og
allar runur (a,)neny sem fullnzegja linulegu rakningarvenslunum hafa lotu ¢ pa verdur p(z) | 2t — 1 ad gilda.
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Hluradir fyrir marglidur
Gerum rad fyrir ad p(x), ¢(z) € R[z] og (an)neny € RY. Latum (by)nen = (L(2™ - q(2), (ar)ren))nen. PA faest:

L(p(x), (bp)nen) = L (p(x ), (ak)ken)))

o))
o (5o ))
ol =)

= - L(p(x), (anx)nen)
keN

= Y a - L@ - p(@), (@an)nen)

keN

=1L (Z le' p an)neN)

keN

(o)
keN

(an )

(a

H

= L(q(z) - p(z),
= L(p(x) - q(x),

Skilgreinum vorpun A : RY — RN (a,)nen = (Gni1 — @n)nen. Lesandi getur audveldlega sanfeert sig
um A er linuleg og A((an)nen) = (L(z™ - (x — 1), (ar)ren)nen. Skilgreinum einnig vérpunina ¥ : RY —

)nEN

n)neN)

n—1

RN (an)nen — ( > am> . Audvelt er ad sja ad ef (an)nen ad
neN

ma((5) )
() ).
((8)-(2).,

= (an)nEN
Petta synir ad A o X = idgn. Ef p(z) € R[z] og (an)nen € RY ba feest:
L((z—1)-p(x),5((an)nen)) = L (p(x), A (B((an)nen))) = L(p(2), (an)nen)

Ef (an)nen € RY er runa sem fullneaegir rakningarvenslum med kenninarglidu p(z) € R[x] ba er L(g(z) -
(), (an)nen) = 0 fyrir 61l q(z) € R[z]. Pvi faest

L(q(@) - (z = 1) - p(@), X((an)nen)) = L ((x = 1) - q(x) - p(x), Z((an)nen))
= L(gq(x) - p(), (an)nen)
=0
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fyrir 6ll g(x) € R[z]. Petta synir ad X((an)nen) fullneegir linulegum rakningarvenslum med kennimarglidu

(z —1) - p(x).
Gerum rad fyrir ad s(z) € R[z] og m € N, m > deg(s(z)). Latum (ap)nen = ($(n))nen. Pa feest:

T

b= ibgs
» »

- > e
I 3
= +

=
~ = ol
~ S———
3, |
N———
\_/\_/(\3
[{agE
»
=
3
ol
N——
N———
S
2,

Eod
ipgs
g
R
TS

> =3
g S
| J—

bPar sem t(z) = <m2_1 <Tzn: (;)sl> — sk> 2% € R[x] og deg(t(x)) < m. Petta synir ad A((s(n))nen) =
k=0 \i=

(t(n))nen bar sem deg(t(n)) < deg(s(n)) — 1.

Med 60rum orum béa hoéfu

(L(a™ - (& = 1), (s(k))ren) Jnen = (L(2", A((s(k))ken)))nen = (L(@”, (t() ) ren) Jnen

bar sem t(x) € R[z] og deg(t(z)) < deg(s(z)) — 1.

Med brepun 4 k € N feest bvi ad ef s(z) € R[z] ad

(L(z" - (x = 1)*, (5(m))men) Jnen = (L(z", (H(m))men))nen
Par sem t(z) € R[x] og deg(t(x)) < deg(s(x)) — k. Sér { lagi feest ad ef k > deg(s(z)) ad deg(t(z)) < 0 bad
er t(x) = 0. Vid faum bvi ad ef k € N, s(x) € R[z], k > deg(s(z)) ad
L(z" - (z = 1)*, (s(m))mer) = L((x = 1)*, (0)men) = 0

fyrir 61l n € N. Petta synir ad (s(n)),en fullnzegir linulegum rakningarvenslum med kennimargliduna (z —1)*
bar sem k > deg(s(z)).

Gerum nii rad fyrir ad s(x) € R[z] og deg(s(z)) = m e N. P4 er L(q(z) - (x — 1)™*! (5(n))nen) = 0 fyrir
oll g(z) ee R[z]. Fyrir 6ll q(z) € R[z] feest bvi:

L (q(z) - (x = 1), 3((s(n) Jnew)) = L ((x = 1) - q(2) - (x = )™, 5((5(n))nen))

= L(g(@) - (@ = )™, (s(n)er)
=0

=
3,
&
»n
&
=
=
&
x
&
&
a@
h
»
—~
8
~
m
=
-
—
o
&
a@
=

n—1

Pad er < > s(k)) = Y((8(n))nen) fullnegir raknigarvenslum med kennimargliou (z—1)"*2. Efne N
k=0 neN

b4 er ©

=0 k=i

" = nil (Wf (f) (—1)’“—1‘) ' mod (z — 1)™*?
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Vid faum bvi:

b
Il
=)

I
h
3
g
+
—
s
7 N
<.
N———
\
=
x>
!
N——
HN
4
=
=
=
m
Z2
N—————

=t(n)
Par sem t(n) € R[z], deg(t(z)) < m + 1 = deg(s(x)) + 1.
Seér i lagi ba sést ad :§OS(k) = t(n) bar sem t(z) € R[z] og deg(s(x)) + 1 = deg(t(z)).

Algebra linulegra rakningavensla

Gerum 140 fyrir ad (an)nen, (bn)neny € RY séu runur sem fullnaegi linulegum rakningarvenslum med kenni-
marglidur p(z), ¢(z) € R[z], 1 bessari r60. Hvad getum vid sagt um runurnar (a, + by )nen 08 (@p, « by )nen?
Eru peer lika gefnar med linulegum rakningarvenslum og getum vid pa fundid bau? Svarid vid bessu er ja
eins og ni verdur synt.

Byjum & pvi ad sanna ad summa runa sem gefnar eru me0 rakningarvenslum séu gefin med rakingarvensl-
um. Gerum rad fyrir ad (an )nen, (bn)nen € RN séu runur sem fullnsegja rakningarvenslum med kennimarglidur
p(z), q(x) € R[x], 1 bessari r60. Latum r(z) € R[z] vera ba st60lud marglidu sem er minnsta samfeldi p(x)

og ¢(z) (han er % bar sem d(z) er st stadala marglida sem er steersti samdeilir p(z) og ¢(z)). Fyrir 6ll

s(z) € R[z] feest nu:

L(s(z) - r(2), (an + bn)nen) = L(s(z) - r(x), (an)nen + (bn)nen)
= L(s(z) - 7(z), (an)nen) + L(s(x) - 7(z), (bn)nen)
=040
=0

<

bar sem p(z) | s(z)-r(z) og q(z) | s(z) - r(x). Petta synir ad (a, + by )nen fullnsegir rakningarvenslum med
kennimarglidu r(x).

Snunara er ad syna ad margfeldi runa sem fullnsegja linulegum rakningarvenslum fullneegi linulegum
rakningarvenslum.

Rétt eins og R[z] er mengi allra R-marglida { breytinni  ba er R[z, y] mengi allra R-marglida i breytunum
x og y. Lesandi getur audveldlega sannfzert sig ad vid hofum samlagningu, margféldun med fasta og margfeldi
marglida og med bessu pa verdur R[z,y] ad R-vigurrami. Ef p(z,y) € Rz, y] ba tdknum vid studul p(z,y)
vid 2™y" med Py, .

Latum RY vera mengi allar ,runa“ med visamengid N2 = N x N. Vid taknum stak i RY med
(@mn)(m,nyenz.  Vid hofum margfoldun med fasta, ¢ - (@mn)mnjen = (€ Gmn)(mn)enz 0g samlagningu
runa (am,n)(m,n)gN2 + (bm,n)(m,n)gNz = (amn + bm,n)(m,n)eN2- Med pessu ma audveldlega sja ad RY er
R-vigurram.

Rétt eins og vid skilgreindum tvilinuleguvérunin L : R[z] x RY — R ba getum vid skilgreint vérpun K :
R[z,y] x RrRY R, (p(2,y), (@m.n)(mmn)enz) = 2, Pmn-Gmn. Par sem adeins endanlega morg py, , # 0

m,n)eN?
bé er 1jost ad betta er er vel skilgreind vorpun. £esa)ndi getur audveldlega sannfzert sig um ad K er tvilinuleg.
Ef 5,2 € N, p(x,y) € Rlz,y] 0g (@n,m)@m,n)enz ba feest audveldlega ad K(z%yt - p(x,y), (@mn) (mnyenz) =
K(p(z,y), (am+8,n+t)(m,n)EN2)'
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Gerum 140 fyrir ad I € R[z,y] bannig ad 0 € I, p(z,y) + ¢(x + y) € I ef p(z,y),q(x,y) € I og r(z,y) -
p(z,y) € I ef r(x,y) € R[z,y] og p(z,y) € I. Pa kallast I idal { Rz, y].

Gerum rad fyrir ad I < R[z,y] sé idal i R[z,y]. Ef p(z,y),q(z,y) € Rlz,y] og ¢(z,y) — p(x,y) € T
ba segjum vid ad p(z,y) og q(z, y) séu samleifa mat (modulo) I. V16 ritum ba p(x,y) = ¢(x,y) mod I.
Eftirfarndi hjalparsetningu ma sanna 4 sama hatt og setningu 2.5:

Hjalparsetning 7.1. Gerum rdd fyrir ad I < Rlx,y] s€ idal. Pd gildir:

1. Ef p(z,y) € R[z,y] pd er p(x,y) =0 mod I ef og adeins ef p(z,y) € I.

2. Ef p(z,y) € R[z,y] pd er p(z,y) = p(z,y) mod I.

3. Ef p(x,y), q(x,y) € R[z,y] og p(x,y) = q(z,y) mod I pd er q(x,y) = p(z,y) mod I.

4. Efp(z,y),q(z,y),7(x,y) € Rz, y], p(z,y) = q(x,y) mod I og q(x,y) =r(x,y) mod I pd er p(z,y) =
r(xz,y) mod I

5. Ef ceR, p(z,y),q(x,y) € Rlz,y] og p(x,y) = q(x,y) mod I pd erc-p(z,y) =c-q(z,y) mod I.

6. Ef p(x,v),q(x,y),7(z,y),s(z,y) € Rlz,y], p(z,y) = 7(z,y) mod I og q(z,y) = s(x,y) mod I pd er
p(z,y) + q(z,y) = r(z,y) + s(z,y) mod I.

7. Ef p(z,y), q(z,y),r(2,y),s(z,y) € R[z,y], p(x,y) = r(z,y) mod I og q(x,y) = s(x,y) mod I pd er
p(x,y) - q(z,y) =r(2,y) - s(z,y) mod I.

Sonnun. Sonnun eftirlatin lesanda. O

Fyrir idal I € R[z,y] og p(z,y) ba latum vid [p(z,y)]r = {¢(z,vy) € Rlz,y] | ¢(z,y) = p(z,y) mod I}.
Ljost er ad p(z,y) € [p(x,y)]1 0g q(x,y) € [p(z, y)]1 ef og adeins ef [p(z,y)]r = [¢(z,y)]r. Latum Rlz,y]/I =
{lp(z, v)]r [ p(z,y) € Rlz,y]}.

Vid viljum skilgreina samlagningu, margfoldun og margfoldun med rauntélu a R[z, y]/I.

Gerum rad fyrir ad a € Rz, y]/I. Pa er til p(z,y) € R[z,y] bannig ad a = [p(x,y)];. Fyrir ¢ € R ba
latum vid ¢ - a = [c- p(z,y)]r. Ljost er ad bad p(z,y) € R[z,y] bannig ad a = [p(x,y)]; hefur ekki ahrif 4
nidurstéduna c - a par sem ef p(z,y),q(z,y) € R[z,y] og [p(z,y)]r = a = [q(z,y)]r ba er p(z,y) = q(z,y)
mod I og af hjalparsetningu 7.1 leidir ad ¢ - p(x,y) = ¢ - q(z,y) mod I, bad er [c- p(z,y)]r = [¢- q(z,y)]s.

Gerum rad fyrir ad a,b € Rlx,y]/I. P4 ma finna p(x,y),q(z,y) € Rlz,y] bannig ad a = [p(z,y)]r og
b = [q(z,y)];- Pa latum vid a + b = [p(x,y) + q(x,y)]r og a-b = [p(x,y) - ¢(z,y)];. Med bvi ad skoda
hjalparsetningu 7.1 sést ad a + b og a - b er 6had valin & p(z,y), ¢(z,y) € Rz, y] bannig ad a = [p(x, y)]r og

b= [Q(mv y)][
Vid hofum nu:

Setning 7.1. Gerum rdd fyrir ad I € Rz, y] sé idal. Pd gildir:
1. Efa,b,ceR[z,y]/I pd era+ (b+c)=(a+b)+coga-(b-c)=(a-D)-c
2. Efa,beRlz,y]/I pdera+b=b+aoga-b=">b-a.

3. EfaeR[z,y]/I pdera+[0]; =[0]f +a=aoga-[l]; =[l]1-a=a. Pad er0:=[0]; og1:=[1];
eru samlagningarhlutleysa og margféldunarhlutleysa fyrir R[z,y]/I.

4. Ef a e Rlz,y]/I og a = [p(x,y)]r bar sem p(x,y) € R[z,y] og b = [—p(z,y)]r pdera+b=>b+a=0.
bad er —a = [—p(z,y)];-

5. a,byceR[z,y|/I pdera-(b+c)=(a-b)+ (a-c) og (a+b)-c)(a-c)+ (b-c).
6. EfaeR[z,y]/I og1eR pderl-a=a.
7. EfreR oga,beRlx,y]/I pd err-(a+b)=(r-a)+(r-b).
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8. Efr,seR ogacR[x,y]/I pdger (r+s)-a=(r-a)+(s-a).
9. Efr,seR ogaeR[x,y]/I pdger (r-s)-a=r-(s-a).

betta pydir sér i lagi ad Rlx,y]/I er linulegt rim yfir R. Ndttirlega ofanvarpid pr; : Rlz,y] —
Rlz,y]/I, p(z,y) = [p(z,y)]r er linuleg vérpun. Enn fremur gildir ad pr;(p(z,y) - q(z,y)) = pr(p(z,y)) -
prr(q(z,y)).

Sonnun. Sonnun er eftirlatin lesanda. O

Gerum rad fyrir ad p(z),q(z) € R[z]. Latum I = p(z) - R[z,y] + q(y) - Rlz,y] = {p(z) - r(z,y) +
q(y) - s(z,y) | r(z,y),s(x,y) € Rlz,y]}. Audvelt er ad sja ad I < R[z,y] er idal. Syna mé ad fyrir sérhvert
s(z,y) € Rlx,y] ba er til (6tvirett) r(x,y) € R[z,y] bannig ad r(z,y) = >, T Y™ og

(0. dce(po5) 11
x[[0,deg(q(z))-1]]
s(z,y) =r(z,y) mod I barsem [[0,s]] = {0,1,...,s} bar sem s € N. Par af leidir ad B = {[z"y"]1 | (m,n) €
[[0, deg(p(x)) — 1]] x [[0,deg(q(z)) — 1]]} spannar R[z,y]/I og B er linulega 6had (yfir R). Par af leidir er
B grunnur fyrir R[z,y]/I. Par sem B hefur m - n sték ba er 1jost ad R[z,y]/I er m - n vitt vigurram yfir R.

Gerum nt 14d fyrir ad (@, )nen, (bn)nen € RY fullnzegi linulegum rakningarvenslum med kenni marglidur
p(z),q(x) € R[z], 1 bessari r6d. Latum I = p(x) - Rz, y] + q(y) - Rz, y] eins og 4dur. Gerum rad fyrir ad
mo,ng € N. P4 faest:

K(xmoyno : p(x), (am . bn)(m,n)eNz) = K(p(a:), (a'm+mo . bn+no)(m,n)€N2)
= Z Pm - Omtmg - bn+n0

meN

(Z Pm - am+m0> . bno
meN

= L(p(x), (am+mo)meN) “ b,
= L(z™ - p(x), (am)men) - bng
=0-by,

=0

Par sem K er tvililuleg ba feest ad K (s(z,y) - p(x), (@m - bn) (m,n)enz) = 0 fyrir 81l s(z,y) € R[z,y].

Eins ma sanna ad K (t(z,y) - ¢(¥), (@m - bn) (m,nyenz) = 0 fyrir 81l t(z,y) € R[z,y].

Gerum nu rad fyrir ad r(z,y) € I. Pa eru til s(z,y),t(z,y) € R[x,y] bannig ad r(z,y) = s(x,y) - p(z) +
t(z,y) - q(y). Pa feest:

K(r(z,y), (am - bn) (mnyenz) = K(s(z,y) - p(x) + t(2,y) - ¢(y), (@m - bp)(m,n)enz)
= K(S(:Ev y) : p(-’l?), (am : bn)(m,n)EN2) + K(t(l’, y) : q(y)7 (am : bn)(m,n)€N2)

Pad er K(r(z,y), (am - bn)(m,n)enz) = 0 fyrir 6ll r(x,y) € I. Vid alyktum ad ef c(z,y), d(x,y) € Rz, y] og
c(z,y) = d(x,y) mod I ba er K(c(z,y), (am - bn)m,nenz) = K(d(x,y), (@m - bn) (m,n)en2)-

Vio getum pvi skilgreint vérpun J : R[z,y]/I — R, [p(z,y)]1 — K(p(z,y), (@m - bn)mn)enz). Pessi
vorpun er vel skilgreind bar sem K (p(2, %), (am - bn)(m,n)enz) tekur sama gildi fyrir 6l p(z,y) € [p(z,y)]r.
Ljost er ad J er linuleg vorpun.

Latum 2z = [zylcK[z,y]/I. Ntaerul,z,2% ... 61l 1 K[z,y]/I og bar sem K[z, y]/I er endanlega vitt sem
vigurram yfir R ba er til k& € N bannig ad {1,z,2%,...,2F} séu had. Vid megum gera rad fyrir ad k € N
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k

sé minnsta talan bannig ad 1, z, 22, ..., 2" séu linulega had. P4 eru til (co,c1,...,cx) € Rk+1\{6} pannig ad

k )
>zt =0.
i=0

. k o k=l .
Setjum sem svo ad ¢, = 0. Pa er (co,c1,...,cp—1) € RF\{0} og 0 = Y ¢;-2' = 3] ¢; - 2% en bad byoir

=0 =0
ad 1,2,2%, ..., 2F 1 séu linulega had. Par sem k — 1 < k og k er minnsta talan pannig ad 1, z, 22, ..., z* séu

linulega had ba er petta motségn. Vid alyktum ad ¢, # 0. Med pvi ad skipta ¢; ut fyrir 5—; bé ma gera rad
k
fyrir ad ¢, = 1. Latum r(X) = >, ¢; X*. Pa er r(X) € R[X] st6dlud marglida og r(z) = 0 € R[z, y]/I.
i=0
Gerum rad fyrir ad s(X) € R[X]. Pa er s(ay) € K[z, y]. Nu faest:

k

L(s(X) - 7(X), (an - bn)nen) = K(s(zy) - r(zy), (am - bn) mm)en)

= J(s(2) - r(2))
= J(s(2) - 0)

= J(0)

=0

Petta synir ad (a,, - by )nen fullnaegir linulegum rakningarvenslum med kennimargliduna r(X) € R[X].

Vid sjdum t.d. strax ad par sem Fibonacci télurnar (fib,, )nen fullnaegja linulegum rakningarvenslum med
kennimargliduna p(x) = 22 —x — 1 b4 fullnzegir (ﬁbn2)n€N linulegum rakningarvenslum. Lesanda m4 spreyta
sig 4 pvi ad finna pau.
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